Exercicios de Anélise Matematica I

Calculo integral
— Integral definido

76. (a) Calcule um valor aproximado do integral definido

1
/ 2% dx
0

utilizando uma decomposicao do intervalo [0,1] em 6 subintervalos de igual
amplitude e uma soma de Riemann em que a escolha de cada ponto c¢; no
intervalo [z;_1,2;], i =1,2,...,6, coincida com:

(i) O ponto onde f(x) = 22 atinge o seu valor minimo em [x;_1, z;].

(ii) O ponto onde f(x) = x? atinge o seu valor maximo em [z;_1,7;].

(iii) O ponto médio do intervalo [z;_1, z;].

(b) Calcule por defini¢ao o valor do integral, considerando uma decomposicao do
intervalo de integragao em n subintervalos de igual amplitude, e uma soma de

Riemann em que ¢; = x; em cada subintervalo da decomposigao.

77. Determine por definicao os seguintes integrais definidos. Utilize para o efeito uma
decomposicao do intervalo de integracao em n subintervalos de igual amplitude e
uma soma de Riemann em que a escolha dos pontos ¢; recaia, em cada alinea, num

dos extremos de cada intervalo [z;_1,2;], i =1,2,...,n.

(a) /12xdx (b) /0316—x2dx

(c) /237r(x24)dz (d) /Obzgdx, b>0

78. Calcule os integrais definidos.

(a) /_32|x|dz (b) /15|x2|dz (©) /12z1nzdz

2

() /lemmc (e) /Olarctanxdx (f) / L

zlnx

(g) /_i:cﬂdz () /Olze””2dx (i) /_11\/%&5

§) /1$4—x3+2xdx 1) /lelnxd:c (m) /24 LA,

-1 rz—1
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79. Verifique que:

1 1
(a) / z? dx §/ xdr.
0 0
2 2
(b) / 2% dx 2/ zdr.
1 1

80. Calcule o valor médio da fungao f(x) = z?

no intervalo [1, 3] e determine o ponto

onde ele ocorre.
1
81. Calcule o valor médio da fungao f(z) = 2% 1o intervalo [1,e].
x

82. Mostre que

& X e .
\/—1 = =

83. (a) Verifique que a funcao f(z) = arctanz—x é decrescente em todo o seu dominio.

(b) Mostre, sem calcular o integral definido, que

T—4 !
1 </0 f(z)dx < 0.

84. Calcule integrando por substitui¢ao os integrais definidos.

(a) /49 1_T_£dx (b) /jﬂdm (c) /01/2 V1= 422 da

(d) /Olédx (e) /Olﬁdx () /Zz—mdm

e + e?x

2
85. Seja f uma funcao continua em R tal que / f(x)dz = 3.
0

(a) Calcule o valor médio de f em [0, 2].
2

(b) Calcule / f(2—t)dt.
0

86. Seja f uma fungdo integrével no intervalo [—a, a]. Mostre que:

(a) Se f é uma fungao {mpar em [—a, a], entao / f(z)dx =0.

—a
a a
(b) Se f é uma fungdo par em [—a,al, entdo f(z)dx = 2/ f(z)dx.
—a 0
(¢) Indique uma fungéo par e uma fungao fmpar para interpretar geometricamente
os resultados anteriores.

(d) Verifique se alguma das alineas do exercicio[f8] na pagina[l4] pode simplificar-se

por meio das propriedades apresentadas nas alineas anteriores.
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87. Sejam f e g duas fungdes continuas em R. Admita que f é uma funcao impar e

que
/_41f(x)dx:2 e /14g(x)dx:3.

(a) Justifique se as seguintes proposicoes sdo verdadeiras ou falsas.

Q) /14 @) do = 2.

(ii) /1 f(z) —2g(x)de = —4.
(i) g(z) < f(x), paratodo oz € [1,4].

88. Seja f uma funcdo que tem o mesmo valor em x = a e x = b e cuja derivada [’ é

b
uma funcao continua. Nestas condigoes, calcule o integral definido / f(z)dz.
a

89. (a) Admita que f é uma fungao continua e mostre que
b+c

b
/ flx+c)dx = flx)de.

a-+c

(b) Qual o significado geométrico do resultado anterior.
— Aplicagoes do integral definido

90. Represente graficamente a regiao plana limitada por cada conjunto de curvas e

determine o valor da sua drea.

(a) y=4—-2%, y=0 (b) y=a3, y=-22+2, 2=0, =1
(c) y=d4—-2*, y=2>-1 (d) y=2>, y=x

x? 9—=x
(e) y*=4x, y=2x-4 6 y=7, y=—F—, #=5 y=0

91. Calcule a area da regiao plana definida por cada um dos seguintes conjuntos.

(a) A={(z,y): 2<z<—y* -1}
(b) B={(z,y) :y<a® A 2®+y*<2 AN y>z—V2 N x>0}
() C={(z,y):y>—-1 A y<a® A y<2—2z}

(d) D={(z,y): 2 +y*<2 N x>y}
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92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

Determine a drea do triangulo de vértices nos pontos A(2,0), B(0,2) e C(3,3).

(a) Verifique que a regido plana limitada por uma elipse de semi-eixos a e b tem

area igual a wab.

(b) Deduza a expressao da drea de um circulo de raio r.

Esboce a regiao plana R que ¢é limitada por cada conjunto de curvas e determine o

volume do sélido gerado pela rotagao de R em torno do eixo indicado.

(a) y=e", y=0, =0 e =1 em torno do eixo das abcissas.
(b) y=sinz, y=0, =0 e z =7 em torno do eixo das abcissas.
(¢) y=lnz, y=0, =1 e x=e em torno do eixo das ordenadas.

(d y==2z, y=2 e =0 em torno do eixo das ordenadas.

2

(e) y= % +2, =0 e y=3—22 em torno do eixo das abcissas.

f) y=2, y=1 e =0 em torno:

(i) Do eixo das abcissas.
(ii) Do eixo das ordenadas.
(g) >0, y=2—2 e y=a1a? em torno:
(i) Do eixo das abcissas.
(ii) Do eixo das ordenadas.
Mostre que o volume de uma esfera de raio r ¢ igual a 47r3/3.

Calcule, por dois processos distintos, o comprimento da curva definida por f(z) = z
do ponto A(0,0) ao ponto B(2,2).

Determine o comprimento da curva definida por f(z) = In(cosz) em [0, 7/4].
Determine o comprimento da curva definida por f(z) = coshz no intervalo [0, In 2].

Determine o comprimento da curva definida por f(z) = 3v22 —10 do ponto A(8,2)
ao ponto B(27,17).

Verifique que 277 é o perimetro de uma circunferéncia de raio r.

(a) Determine a curva que contém o ponto A(1,0) e cujo comprimento entre os
2
pontos de abcissa =1 e =2 ¢ c:/ V1+1/22de.
1

(b) Calcule o valor de c.
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102. Considere a regiao plana A, no primeiro quadrante, que é limitada por y; = cosx
e Y2 = 1/2
(a) Calcule o valor da &rea de A.

(b) Calcule o volume do sdlido gerado pela rotagio da regiao A em torno do eixo

das abcissas.
(c) Apresente uma expressao que permita calcular o perimetro da regiao A.
103. (a) Represente a regiao plana limitada por y = coshz, = —In2, z =1n2 e
y =0 (considere In2 ~ 0.69).
(b) Calcule a drea da regido.
(¢) Calcule o comprimento da fronteira da regiao.
104. (a) Calcule o valor da &rea da regiao plana limitada por x = 0, x =m/2, y = cosx
e y=sinz.

(b) Calcule o volume do sdlido gerado pela rotacao da regido em torno do eixo das

abcissas.
(¢) Explique por que motivo bastaria ter usado o intervalo [0, 7/4] para calcular a
area e o volume.

105. Considere a regiao A limitada pelas curvas y =e*, y=—z+1lex =1.

(a) Determine o valor da drea da regiao A.
(b) Determine o volume do sélido gerado pela rotagao de A em torno do eixo das

abcissas.

106. Considere a regido plana, designada por B, definida pelas condicoes 22 + 32 < 1,
x>0 e y>1/2.

(a) Determine o volume do sélido gerado pela rotacao de B em torno do eixo das
ordenadas.
(b) Calcule o valor do perimetro da regiao B.
107. Considere a regiao plana, designada por A, limitada por y = Inz, y =0, z =1
e r=e.
(a) Represente a regidao A e determine o valor da sua &rea.

(b) Determine o volume do sélido gerado pela rotacao de A em torno do eixo das

ordenadas.

€
(¢) Que interpretacao geométrica pode dar ao valor do integral / V14+1/22dx.
1
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2
108. Considere o integral / V4 —ax?dr.
—2

(a) Qual o significado geométrico do integral definido.
(b) Determine o seu valor sem calcular o integral definido.
109. Considere a regiao plana, designada por R, definida pelas condigoes y < x + 2,
y>a2? e y<—z+2
(a) Represente a regiao R e determine o valor da sua drea.

(b) Determine o volume do sélido gerado pela rotagao de R em torno do eixo das

abcissas.

(¢) Determine o volume do sélido gerado pela rotagao de R em torno do eixo das

ordenadas.

(d) Sabendo que o perfmetro total da fronteira de R é 2v/2++/5+[In(v/5+2)]/2,

calcule o valor do perfmetro que corresponde & curva y = x2.

— Integral indefinido

110. Determine F'(x) :/ f(t)dt para cada fungao f.
0

(a) f(t):tfil com ¢ € [0, 1]
(b) 7(t) = {t; Pl
121, t>1
t2
(c) f(t):{
2’

, te[-1,1]
t>1

111. Calcule F’(z) para cada funcao.

(a) Flz) = / TS g

S, t2+1

12—1-1
(b) F(x) = / teVi=lat
1

(c) F(x)xg/:etZ dt

NG
(d) F(z) = /1/ cos (%) dt
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112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

Considere a a funcao

B ¥ 1+ sin(2t)
f(ac)—S—i—/O 5112 dt.

Determine, sem calcular o integral, o polinémio p(x) = ax? + bz + ¢ que satisfaz

p(0) = £(0), p'(0) = f(0) e p"(0) = f"(0).

z2/ e tdt
0 1.

Mostre que lim ————— =
re que Ly — 5

x
Determine os extremos da fungao f(z) = / t(e'—e)dt.
0

(a) Mostre por meio de uma mudanca de varidvel adequada que

@ L
Sy
1 1+:C 1/a1+$

para todo o a > 0.

(b) Utilize a alinea (a) para deduzir que
arctan x + arccotgx = /2

para todo o = > 0.

(¢) Como pode interpretar geometricamente o resultado contido na alinea (a).

13

Mostre que a fungao f(x) = / h(t)dt é impar se a fungao h for par.

x

Considere uma fungao f que é continua e periédica de periodo p. Mostre que

z+p
Pla) = / F(t) dt

é uma funcao constante.

xr
Determine a funcao continua f que satisfaz a condicao f(z) =2 + / f(t)dt.
1

Engenharia Electrotécnica (2007-2008) 20



Exercicios de Anélise Matematica I

— Integrais improéprios - integrais em intervalos nao limitados

119.

120.

121.

122.

123.

Calcule quando possivel o valor de cada integral impréprio.

(a) /;ﬁdz (b) /0+Oosinzdz (©) /OJrooeMd:c

-1 T na +oo 1
- ne f S S|
@ [ o © [ e /m L

(g) /_:Owdw (h) /_J:oew'dx (i) /Omxe—ldx

—+o0
Determine os valores de k£ € R que tornam convergente o integral / e ke dr .
0

Considere

ma?, || <1

0, |z] > 1

e determine m € R tal que

/+Oof(x)dz1.

— 00

* e mostre que a area da regiao no

Apresente um esboco da fungao f(x) = xe™
semi-plano x > 0, que é limitada superiormente pelo gréfico de f e inferiormente
pelo eixo das abcissas, ¢é finita e igual a 1.

1

14227

Na figura estd representado o gréfico da fungao f(x) =

0 x

Verifique que a area da regiao a sombreado ¢ finita.
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— Integrais improprios - integrais de fungoes nao limitadas

124. Calcule quando possivel o valor de cada integral improprio.

! T cosw 2 1
(a) /0 zlnzdx (b) ; N dx (c) /0 7@ — 1 dx

+oo 1

0 1
(d) /_2 ﬁ dx (e) /_8 % dx (f) ey dx

125. Determine os valores do parametro o que tornam convergente o integral

|
/ —dx, onde a < b.
a (:C_a)a

— Métodos numéricos de integragao

126. Determine uma aproximacao do integral definido

1
/ V1422 de
0

(a) pela regra dos trapézios composta com n = 3,

(b) pela regra de Simpson composta com n = 4.
127. Considere a funcao
T, x €10,1/2]
11—z, ze]1/2,1]
e determine uma aproximagao do integral definido de f no intervalo [0,1]:

(a) Pela regra dos trapézios.
(b) Pela regra de Simpson.

(¢) Comente os resultados que obteve.
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128.

129.

130.

131.

Calcule uma aproximacao do integral definido

1 2
/ e ¥ dx
0

e apresente uma estimativa do erro cometido

(a) pela regra dos trapézios simples,

(b) e pela regra de Simpson simples.

(a) Considere n = 4 e determine uma aproximacao de

2
/ 2% dx
0

(i) pela regra dos trapézios composta,

(ii) pela regra de Simpson composta.

(b) Para cada aproximagao, determine um majorante para o erro cometido.

Considere o integral definido

1
J:/ e’ cosxdr.
0

(a) Qual deve ser o menor nimero de subintervalos, para que a aplicagao da regra
dos trapézios composta, determine uma aproximacao de J com erro absoluto

inferior a 0.1.

(b) Determine um valor aproximado de J de acordo com a alinea anterior.

Considere o integral definido

1 2
J:/ e ¥ dx.
0

(a) Qual deve ser o menor nimero de subintervalos, para que a aplicagdo da regra
dos trapézios composta, permita determinar uma aproximagao de J com erro
) s

absoluto inferior a 0.01.

(b) Qual deve ser o menor ntimero de subintervalos, para que a aplicagao da regra
de Simpson composta, determine uma aproximagao de J com erro absoluto

inferior a 0.001.

(¢) Determine um valor aproximado de J de acordo com cada alinea anterior.
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