Capitulo 5

Séries numéricas

5.1 Sucessoes numeéricas

Sucessao de nimeros reais é toda a aplicagao do conjunto dos nimeros naturais no con-

junto dos numeros reais, representada do seguinte modo

a: N — R

n — a(n)=a,

E costume indicar o termo geral da sucess@o por a, e a sucessao por (a,). Os nimeros

reais ai, as, ... representam os termos da sucessao.

Exemplo 5.1

Considere por exemplo as sucessoes de termo geral

1 1Y
ap = — e bn:(l—i——).
n n

Sobre a monotonia de uma sucessao (a,) tem-se:

(i) A sucessao é crescente em sentido lato se
Ap+1 — Gp > 0
para todo o n € IN.
(ii) A sucessao é decrescente em sentido lato se
ap+1 — an <0

para todo o n € IN.
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Séries numéricas

Exemplo 5.2

A sucessao de termo geral
ap = —
é uma sucessao estritamente decrescente. De facto, tem-se

1

—— <0
n2+n

Up41 — Gp =

para todo on € IN.

Uma sucessao numeérica (a,,) é limitada se existe um nimero L € RT tal que |a,| < L
para todo o n € IN. Se a condigdo anterior nao é satisfeita, entdo a sucessao (a,) diz-se

nao limitada.

Exemplo 5.3

A sucessao de termo geral

1
ap = —
n
é uma sucessao limitada. Para confirmar esta afirmacao, basta escolher por exemplo o
numero L = 2.

Uma sucessao (a,,) tem por limite o ntimero real a, isto é,
lima, = a,
n

se e s6 se para toda a vizinhanga do nimero a, V¢(a) (e > 0), existe (uma ordem) p € N
tal que
an € Ve(a) sempre que n >p.

Do ponto de vista formal, escreve-se
lima, =a < Ve>0, dpeN: Vn>p = a, €V (a).
n

Se lima, existe e é finito, entdo a sucessao (a,) é convergente. Caso contrario, a
n

sucessao é divergente.

Exemplo 5.4

Ambas as sucessoes apresentadas no exemplo[5.]] sdo convergentes. Tem-se

liml:() e lim<1+l>e.
n n

n n

Os préximos resultados estabelecem algumas ligagoes entre os conceitos recordados.

Teorema 5.1

O limite de uma sucessao convergente é unico.
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5.1. Sucessoes numéricas

Teorema 5.2

Toda a sucessao monétona e limitada é convergente.

Exercicio 5.1

Verifique que as seguintes afirmacoes sao verdadeiras.

n
(a) A sucessao a, = E = é convergente.
k=1

1
b) A ao b, = — édi te.
(b) A sucessao ; ;¢ divergente

5.1.1 Progressao aritmética

A sucessao (a,) é uma progressao aritmética de razao r € R se
pi1 = ap + 1 (isto é, apy1 —an =71)

para todo o n € IN. Se r = 0, entdo todos os termos da sucessao (ay) s@o iguais ao

primeiro termo a;. O termo geral da progressao aritmética é
anp=a1+(n—1)r

e a soma dos k primeiros termos de (a,,) é

(a1 +ax)

Sk:k 9

Esta férmula permite uma interpretacao mais geral. Mostra-se que a soma de k termos

consecutivos da sucessao é dada por

i (@it1 + Gitr)
2

qualquer que seja i € INg.

Exemplo 5.5

A sucessao de termo geral
an =2n+3 (5,7,9,...)

é uma progressao aritmética de razao r = 2.
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Séries numéricas

5.1.2 Progressao geométrica

A sucessao (a,) é uma progressao geométrica de razao r € R se

An+1
pt1 = Qp T <n_+ =7 quando 7 # O>
Qnp

para todo o n € N. Quando 7 = 0 os termos da sucessdo (a,) sao todos iguais a zero. O

termo geral da progressao geométrica é

an =a;r"t.

Quando r = 1, a soma dos k primeiros termos da progressao é sy = kaj. Se r # 1, entao

a soma dos k primeiros termos da progressao geométrica é igual a

)
Sk =a] ——.
k iy
Mais geralmente, a expressao
(1—r")
Aifl ————
1—7r

qualquer que seja ¢ € INp, permite obter a soma de k termos sucessivos da progressao

geométrica (ay), de razdo r # 1.

Exemplo 5.6

A sucessao de termo geral
ap=2"" (1/2,1/4,1/8,...)
é uma progressao geométrica de razaor = 1/2.

Exercicio 5.2
Verifique que:
Se (an) é uma progressao geométrica de razaor > 0 (com r # 1) tal que a; > 0, entao a

sucessao de termo geral b, =log, a, ¢ uma progressao aritmética de razaor = 1.
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5.2. Séries numéricas

5.2 Séries numeéricas

Considere o seguinte problemaﬁl:
Imagine um atleta que corre a velocidade constante e que demora m minutos a percorrer
metade do percurso total de uma determinada prova. O tempo que o atleta demora a

concluir a prova pode ser apresentado da seguinte forma

+ 2 D Ry
o T m
2 7178 o

Parece natural associar ao tempo total da prova o valor 2m, isto é, considerar que

LI L L I
MToy Ty Ty on e

Como obter este resultado? E ainda, como efectuar a soma de um “ntmero infinito” de

parcelas? Apresentamos a resposta para estas perguntas nas proximas secgoes.

5.2.1 Definicao e natureza de uma série
Definigao 5.1

Seja (ay,) uma sucessao de niimeros reais. A expressao matematica
a1 +az+az+---
representada por
oo
2 an
n=1
chama-se série numérica de termo geral a,,.
A cada série numeérica
oo
D an
n=1
estd associada uma outra sucessao numérica (além de (a,,)), que é representada por (s;,)

e é designada por sucessao das somas parciais. A sucessao (s,) é definida do seguinte

modo
§1 =4y,

So =a1+az,

k
Sg=a1+---+ap= E an ,
n=1

! Adaptacio do paradoxo de Aquiles e da tartaruga (proposto por Zeno), apresentado no livro “Cal-
G g

culus”de Tom M. Apostol - citado na bibliografia da disciplina.
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Séries numéricas

Definicao 5.2

A série numérica
oo
> an
n=1

diz-se convergente se e s6 se a sucessao das somas parciais associada é convergente, isto

é, se existe s € R tal que lim s, = s. Ao numero s chama-se soma da série e escreve-se
k

[eS)
E ap = S.
n=1

Definigao 5.3

A série numérica
oo
> an
n=1

diz-se divergente e nao tem soma se e s6 se a sucessao das somas parciais é divergente.

Assim, para uma série numérica
o0
D
n=1
podemos pensar em atingir os seguintes objectivos:

e Determinar a natureza da série, isto é, averiguar se é convergente ou divergente.

e (Calcular a soma da série quando esta é convergente.

O primeiro objectivo é em geral atingivel. O mesmo ja nao acontece para o segundo
objectivo. De seguida apresentamos duas séries numéricas para as quais é sempre possivel

determinar a soma (quando convergentes).

Observagao 5.1

Observe-se que a natureza de uma série nao depende de um nimero finito de termos.
5.2.2 Série geométrica

Uma série numérica Y a, é geométrica de razao r € R se a sucessdo (a,) é

uma progressao geométrica de razao r.

Podemos determinar a natureza de uma série geométrica e, quando convergente, deter-

minar qual a sua soma.

52



5.2. Séries numéricas

Uma série geométrica
oo
D an
n=1
de razdo r € R é convergente se |r| < 1 e a sua soma é

ay
1—17r"

S =
Se |r] > 1 a série é divergente e nao tem valor.

Verificagao: Seja

o0

D> an

n=1
uma série geométrica de razao r € R. Distinguimos o caso r = 1 do caso r # 1. Se (a,)
é uma progressao geométrica de razao r = 1 entao a,, = a; para todo n € IN (assumimos
a1 # 0). A sucessdo das somas parciais associada tem termo geral s = ka;. A série

geométrica é por isso divergente. Se (a,) é uma progressao geométrica de razao r # 1,

entao o termo geral da sucessao das somas parciais é

Sk:a1+"'+ak

k
> an
n=1
1—rk

1—1r
a1 a1 k

1—r 177"74

Como
# se r<-1

111?17’ =490 se re]—1,1],

+oo se r>1,

conclui-se que 1i}1€n sp 86 existe e é finito igual a a1 /(1 — ) se |r| < 1. Ou seja, se |r| < 1
a série geométrica é convergente e tem soma a1 /(1 — ). Se |r| > 1 a série é divergente.
Exemplo 5.7

Considere a série numérica

S5 5. 5,5,5, .
2n " 2 4 8 '
n=0

Observa-se que
1
a"H:—:r, VnelN.
an 2

Conclui-se que a série é uma série geométrica convergente de soma
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Séries numéricas

Ou seja, mostramos que
5 5 5

S+ -+—-+<+---=10.
2 4 8
Convém observar que a representagao de uma série ndo é tnica. A série geométrica do

exemplo anterior pode, por exemplo, reescrever-se da seguinte forma

5 5 5 = 5
;R I T H - .
5ttt ;2%1

Exemplo 5.8

O problema proposto no inicio da seccao diz respeito a série numérica

o0

m
Z gn—1
n=1

que é uma série geométrica convergente de soma s = 2m.

5.2.3 Série telescopica
Uma série
o0
D an
n=1
diz-se telescopica (ou de Mengoli) se
(p = Up — Unptp para algum p € N,

isto é, se o termo geral da série se pode escrever como a diferenca de dois

termos, nao necessariamente consecutivos, de uma outra sucessao (uy,).

Tal como para a série geométrica, existem resultados globais para a determinagao da

natureza de uma série telescépica e, quando convergente, da sua soma.

Se lim u,, existe e é finito, entao a série telescopica é convergente e tem soma
n
s=up+ -+ up, —plimu,.
n
Se lim u,, nao existe ou nao é finito, entao a série é divergente e nao tem soma.
n

Para uma série telescépica com p = 2, a sucessao das somas parciais associada a série
tem termo geral

k

k
o= Y = Y =)
n=1

n=1
= (u1 —U3)+(UQ—U4)+(U3—U5)+(U4—’u6)+"'
+ (up—3 — up—1) + (up—2 — up) + (up—1 — upy1) + (up — ur42)

=u1 + Uz — (U1 + Uk42) -
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5.2. Séries numéricas

Logo, para p genérico, podemos concluir que

Sk= ur+-Fup — (Ups1 +Ukpa oo Uktp) -
—_——

p primeiros termos

Assim,
h}ingk:ul++’u,p7h]1€n(uk+1 +uk+2+...+Uk+p)
:ul—i—---—i—up—pliinuk.

Ou seja, uma série telescopica

0o 00
D an= (tn = tiniy)
n=1 n=1

s6 é convergente se lim u,, existir e for finito. A sua soma é u; +---+up —p lim, u,. A
n

série telescépica é divergente se lim u, nao existir ou nao for finito.
n

Exemplo 5.9

Considere a série numérica
=1
nz::l n2+n’

Observa-se que

1 1 1 1
Ay = = =

L - ’ d
n2+n nn+1) n n+l tn = tn onde

A série é telescépica e é convergente porque lim u,, existe e é finito. A sua soma é
n

s=u; —limu, =u; =1.
n

Ou seja, tem-se

5.2.4 Série de Dirichlet

Uma série numérica da forma
o
1
E — aelR,
n
n=1

é uma série de Dirichlet.

Chama-se série harmonica a série de Dirichlet com a = 1.

Up =

n
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Séries numéricas

Mostra-se que a série de Dirichlet é:
e convergente se o > 1,
e e divergente se a < 1 (situacao que é mais ou menos clara quando « < 0).

Em particular, saliente-se que a série

n:1n2_ 4 9

é convergente enquanto que
ST
n 2 3
n=1
é uma série divergente.

5.2.5 Propriedades das séries numéricas

Antes de mais observe que, se
bn:ap-l‘n—la VnelN,

entao a andlise da natureza da série
o
E an (5.1)
n=p

é equivalente a analise da natureza da série

i by . (5.2)

De facto, (&) e (B2) sdo representagoes distintas da mesma série numérica. Por este

motivo, uma série genérica é sempre representada por

o0
E anp -
n=1
Também pelo mesmo motivo é costume representar uma série apenas por

Zan.

Observagao 5.2

Duas séries numéricas »_ a,, e Y by, sdo idénticas se a,, = by, para todo o n.
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5.2. Séries numéricas

Teorema 5.3

Se > an e Y by, sao duas séries convergentes de soma a e b respectivamente, entao:

(i) A série soma Y (a, + b,) é convergente e tem soma a + b, isto &,

D (an+ba) =D an+ > ba.

(ii) A série > («a,) é convergente para todo o @ € R e tem soma « a, isto é,

Z(aan) :aZan.

Corolario 5.1

O teorema anterior permite deduzir que:

(i) Se > ay é convergente e Y b, é divergente, entdo a série soma

Z (an + bn)

¢é divergente.

(ii) Nada se pode concluir sobre a natureza da série

Z (an + bn)

quando " a, e > b, sao séries divergentes.

Demonstragao - (do corolario)

Ponto (i):

Por hipdtese tem-se que Y a, é convergente e » b, é divergente. Suponhamos entao
que Y (an + by) é convergente. Porque Y a, é convergente também é convergente a
série > (—ay). Daqui resulta que a série Y b, também tem de ser convergente pois
STbp = > (an + by + (—ayn)), facto que contradiz a hipétese inicial. Ou seja, conclui-se
que a série Y (a, + b,) tem de ser divergente.

Ponto (ii):

A demonstracao deste ponto consiste na apresentacao de dois exemplos.

1) As séries > a, e > b, com a, = b, = 1 sdo divergentes. O mesmo acontece para a
série soma Y (a, + b,) = > 2.

2) As séries Y a, e > b, com a, = 1 e b, = —1 s@o divergentes e no entanto a série

> (an + by) é convergente. |

5.2.6 Condicao necessaria de convergéncia

Teorema 5.4 (condigio necessiria de convergéncia)

Se > a,, é uma série convergente, entao lima,, = 0.
n

57



Séries numéricas

Demonstragao - Considere a série convergente
o0
D
n=1
e seja
k
S = Z Qp
n=1

o termo geral da sucessao das somas parciais associada a série. Note que ax = Sk — Sp—1-

Porque a série é convergente, existe s € R tal que lim s, = s. Logo,
k
limay =lim (s — sp—1) =s—s=0.
k k
]

A condicao enunciada no teorema anterior nao é uma condic¢ao suficiente. Por isso, na
pratica, acaba por nao ser muito til na determinagao da natureza de uma série. Recorde
por exemplo que
o0
>,
n
n=1
é uma série divergente e que
o0
> =
2
n
n=1
é uma série convergente. No entanto, tem-se
1 1
lim— =1lim— =0.
n n n 7’L2

O seguinte corolario é claramente mais importante do ponto de vista pratico.

Coroléario 5.2

Se lim a,, # 0 ou nao existe entao a série Y a,, é divergente.
n

Exemplo 5.10

A série numérica

> on+1
e

é uma série divergente porque

li

n

o + 1
im L 92y
n

5.2.7 Séries de termos nao negativos

Os resultados que apresentamos nesta secgao sao validos para séries numéricas
o0
E an onde a, >0 paratodoo n>1.
n=1

Nestes casos, a sucessao das somas parciais é sempre uma sucessao crescente.

o8



5.2. Séries numéricas

Critério do integral

O estudo de integrais impréprios em intervalos nao limitados (cuja fungao integranda é
continua e limitada no intervalo de integracao) permite, em certas ocasioes, determinar

a natureza de uma série. O proximo resultado permite a obtengao de tais conclusoes.

Teorema 5.5 (critério do integral)

Se f:[l,400[— R é uma fungao continua, que é em simultaneo decrescente e positiva,

> fn)

/1+Oof(z) dx

entao a série numérica
e o integral impréprio

tém a mesma natureza.
Observagao 5.3

O critério do integral é que estd na base do estudo da natureza da série de Dirichlet.

Exemplo 5.11

Considere a série Harmonica

>

n=1

(série de Dirichlet com o =1).

S|

Considere a fun¢ao
f[l,40] — R
1
v — flo) =~
x

e observe que esta é continua, decrescente e positiva. Como o integral improprio

+oo 1
/ —dx
1 :L'

é divergente, podemos concluir que a série harménica também é divergente.
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Critério da raiz
Teorema 5.6 (critério da raiz (ou critério de Cauchy))

Considere a série numérica
o0
> an
n=1
de termos nao negativos e seja
A =lim a,, .
n

Nestas condicoes, sao validas as seguintes conclusoes:

a) A série numérica é convergente se A < 1.

b) A série numérica é divergente se X > 1.

¢) Nada se pode concluir sobre a natureza da série numérica se A = 1.

Observagao 5.4

Alguns limites que dao muito jeito na aplicacao deste ultimo critério sao:
e lim {/a =1 sempre que a > 0.
n
o lim {/n = 1.
n

e lim m:Jroo.
n

Critério da razao
Teorema 5.7 (critério da razdo (ou critério de D’Alembert))

Considere a série numérica
o
E an onde a, >0 paratodoo n €N,
n=1

e seja
. OGn41
A = lim =L

n (07%

Nestas condigoes, sao validas as seguintes conclusoes:
a) A série numérica é convergente se A < 1.
b) A série numérica é divergente se A > 1.

¢) Nada se pode concluir sobre a natureza da série numérica se A = 1.
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Exemplo 5.12

(a) Considere a série numérica
oo 277/
>
n
n=1

Aplicando o critério da raiz, obtém-se

A= 1171;11 Va, = 1171;11 T\L/g
liTlin{L/Q_”

N 1171111\"/?

liﬁn{l/?_”

S —Y
lim ¥/n /n
n
Tem-se A = 2 > 1. Logo, a série é divergente.
(b) Considere a série numérica
nn
n=1
Observa-se que
n!
an = — >0, Vn € IN.
Aplicando o critério da razao, obtém-se
(n+1)! n»

R TI  N n-
)\fh}ln a, 71171111 (n+1)(n+1) n!
— lim (n+1)nl  n"
n (n+1)"(n+1) nl
=lim ——
RSV
1
1 n
1im7(n+ )
n nm
1

. <n+ 1)”
lim
n n
1 1

fﬁf
hm<1+—)
n n

Ou seja, A = 1/e < 1 e portanto a série é convergente. Observe que a obtengao do

mesmo resultado pelo o critério da raiz nao parece uma tarefa simples.
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